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COURBURE SCALAIRE PRESCRITE 
SUR UNE VARIl?Tg RIEMANNIENNE Cm COMPACTE 
DANS LE CAS NUL 
Par Sophie BISMUTH 
RBuM~. - Soient (V,, ,g) une variete riemannienne Cm compacte, de dimension TL 2 3 de courbure scalaire 
nulle et f une fonction C= sur V,, On se propose de determiner des conditions sur f pour que f soit la courbure 
scalaire d’une metrique conforme a la metrique initiale g. 0 Elsevier, Paris 
ABSTRACT. - Let (V,,,g) be a compact C” Riemannian manifold of zero scalar curvature of dimension II 2 3, 
and let f be a smooth function defined on V,,. We intend to find conditions on f in order that f be the scalar 
curvature of a metric conformal to g. 0 Elsevier, Paris 
1. Introduction 
Soit (l&g) une variete riemannienne C” compacte de dimension n 2 3. On note R 
sa courbure scalaire. On se propose de determiner les fonctions f E Cm(VvL) qui sont 
courbure scalaire d’une metrique g’ conforme a la metrique initiale g. Comme le probleme 
de Yamabe [8] est resolu (en particulier dans le cas negatif et nul par Yamabe lui-meme) 
i.e. il existe une metrique conforme pour laquelle la courbure scalaire est constante, on 
peut supposer saris nuire a la generalite que R est constante. 
lkrivons la metrique conforme g’ sous la forme u&g avec TL > 0, II, E C” ( VT,). 
Si IL verifie l’equation 
4(n - 1) 
(n - 2) 
a,~ + R,qL = f,,H, 
alors la courbure scalaire de (Vn,g’): R’ est Cgale a f (ici, a, = -gijV7iVj). 
Ainsi le probkme propose est equivalent a prouver l’existence d’une fonction u > 0, 
u E C”(Vn) solution de l’equation (1). Les problemes de courbure scalaire ont fait l’objet 
de nombreux travaux, en particulier, le probleme de Yamabe [8], le cas ou f = constante. 
Yamabe chercha a rendre constante la courbure scalaire en effectuant une deformation 
conforme de la metrique. Pour cela, il considera la fonctionnelle 
IVTL/‘~V + .I’ u ] R ‘dV jIul[;? avec N = & 
et ,LL, l’inf de I(U) pour ‘#u E C”(Vn), u > 0 verifiant ]]zL]]N = 1. 
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De ces travaux decoulent des conditions necessaires vkifiees par les fonctions f. 
supposees desormais non constantes, pour que (1) admette une solution positive : 
(i) Dans le cas oti R < 0, il faut que 
I 
f(:c)dv(,q) < 0. 
. . 
(ii) Dans le cas ou R = 0. il faut que 
.I 
f(z)&(g) < 0 et que .f soit strictement 
positive en un point. 
(iii) Dans le cas oti R > 0, il faut que f soit strictement positive en un point. 
Ces conditions s’obtiennent respectivement en multipliant (1) par TL-~ et 1 puis en 
inttgrant. On trouve dans les cas (i) et (ii) : 
car 7~ n’est pas constante puisque nous avons suppose f non constante; et dans les cas 
(ii) et (iii), nous trouvons : 
On en deduit que .f’ doit etre strictement positive en un point. 
Nous Ctudions le cas oti R = 0, d’oh les conditions necessaires, 
I 
f(x)du(g) < 0 et f 
strictement positive en un point, seront suppokes satisfaites dans toute la suite. 
1.1 Cas rCsolus 
Escobar et Schoen [3] se sont interesses au probleme d’existence de solutions de (1) avec 
R = 0, sur des varietes de dimension 3, et lorsque la variete est localement conformement 
plate pour n = 4. 11s montrent que les conditions necessaires (ii) sont aussi suffisantes 
pour n = 3. 
Dans cet article, on donne tout d’abord une preuve complete du theoreme fondamental 
donnant l’existence d’une fonction u E C” solution de l’equation (1) avec R = 0. 
Puis, on donne des resultats dans le cas de la dimension 5 et dans le cas oti n 2 6 les 
varietes Ctant non localement conforn-kment plates. 
1.2. ThCor&me fondamental 
Dans le cas R = 0, le theorbme suivant est le theoreme fondamental. On considbre : 
d(p) = .’ 
[/ lyYdV] 2’N 
et on pose : 1-1 = infA J( cp) avec A = { cp E H,2, up > 0, et 
1 
’ fp”dV = l} 
REMARQUE 1. - A est non vide car f est positive en un point. D’oti ,LL > 0 estfini. 
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THI~OR~ME 1.1. - Si (*) p < 
n(n - 2) 1 
4 w; (sup f)(s)-‘, il existe une fonction 11, E 
C’“(V,,), solution de l’e’quation (2), et appurtenant il 
A = {p E HF: p > 0, et 
.I 
‘fpNdV = I}. 
De plus II, rkalise le minimum de J(p) sur A. 
Ce theoreme a CtC demontre par Aubin [l] dans le cas positif. Darts le cas nul, il n’est 
pas superflu de donner la demonstration de ce thtoreme dont aucune preuve complete n’est 
&rite. La principale difficult6 est de montrer que la suite minimisante est bornee dans Hf. 
On pro&de par &apes pour la demonstration. 
PROPOSITION 1.1. - Pour 2 5 q < IV, il existe une fonction Cp, E C”(v,), Gn > 0, 
solution de l’kquation A@, = f Cpz-‘. 
Utilisons la methode variationnelle. Considerons la fonctionnelle suivante : 
Jdcp) = +‘. 
[.I I 
2,q pour25qI.N 
f cp4dV 
et posons : 11~ = infA Jy ((p) avec A = { cp E Hf , cp 2 0, et 
.I 
’ fyqdV = l}. Notons 
p le reel pN. 
On r&out ce probleme variationnel pour 2 < r~ < N : 
a) Montrons que pL4 est borne : 
posons R = (3~ E K/<(X) > 0}, R # 0 car f change de signe. Soit y E C1 avec 
supp y c R. On a : 
I 
f(z)-yqdV > 0 et done pour un certain o > 0, ay E A. 11 
s’ensuit que 0 5 p4 < Jq (y) 5 Jz(y). Les pn appartiennent a un compact. On peut 
mCme montrer que [2: N] 3 4 ---+ ,LL~ est une fonction continue (Aubin [ 11). 
Soit (cp;) une suite minimisante appartenant a A telle que : 
b) Montrons que les cpi sont bornees dans Hf : 
On peut choisir les cpi telles ]]V~i]]$ 5 hq + 1. Par le theoreme de Sobolev, en 
notant (p? la moyenne de cpi, on a : 
lIPi - EllLN < CllV&llLL 
et comme la norme L2 de ]V(pil est bornee, on a : 
11% - (PiIlL” 5 c: 
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la variete V,, &ant compacte, ~5” C L2, et comme V = 1 : 
Ainsi, il nous reste a montrer que les cpi sont bornees car 
Pour cela, on raisonne par I’absurde : si les cpi Ctaient non bornees, il existerait une 
sous-suite (K) qui tendrait vers I’infini. On considere alors la suite de fonctions 
f~j = ‘pj. La 
(PI 
moyenne de Ilj, x,, = 1. Les (Ilj) sont bornees dans IIf ; en effet, 
En particulier IIVlr*,jll,J < C. D’autre part, appliquant le theoreme de Sobolev, on 
obtient : 
I/h,, - tlJIIL\ 2 c. 
ce qui implique par l’inegalite de Holder 
I)h, - 7&’ < c: 
et il s’ensuit. 
IlhjllL’ < Ill?,,j -FlllLL + 1 < C. 
Par consequent, les hj sent bornees dans Hf. On peut appliquer le procede 
variationnel : l’espace Wf &ant reflexif, d’apres le thtoreme de Banach, on extrait 
une sous-suite hk: de hj qui converge faiblement dans Hf. Soit h sa limite faible. 
Par le theoreme de Kondratchov I’inclusion de Hf dans L” est compacte pour 
4 < N, il s’ensuit qu’il existe une sous-suite de /l,k, notee encore hk, qui converge 
fortement dans L,. Ainsi, 
hk. - /I, faiblement dans Hf. 
hk. + h, fortement dans L”, 
hh + h, pp a une extraction p&s. 
Les hk: &ant positifs, on a il > 0. La convergence forte dans L” entraine la 
convergence forte dans L1, et comme la moyenne de hk est Cgale a 1 (h = l), la 
fonction limite h n’est pas identiquement nulle. On a m&me h = 1. En effet, comme 
h - h faiblement dans Hf, on a : 
jl/~J/~f 5 liminf Ilhkl/H;. 
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La convergence forte de hk vers h dans LQ entraine la convergence forte de hk vers 
h dans L2, i.e. llhkllp -+ llhllp, d’ou : 
\jVhllLa 5 liminf IjVhkllL2 = O. 
De plus, comme hk converge fortement vers h dans LQ, on a: 
s 
fh;dV --+ 
I fhqdV mais 
J 
.I 
fh:dV = &, d’ou limk,, / fh4,dV = 0 et 1 fhQdV = 0; 
r 
h &ant une constante non nulle, on en deduit 
/ 
fdV = 0, ce qui est en contradiction 
avec l’hypothbse faite sur l’indgrale de la fonction f, i.e., 
s 
fdV < 0. 
Ainsi, les (E) sont bornees, par suite la norme L2 des cpi est bornee, et done les 
(cp;) sont bornees dans Hf. 
c) Nous pouvons appliquer le theoreme de Banach et celui de Kondratchov. 11 existe 
une fonction ‘pq E Hf et une sous suite (cpj) de (cpi) qui converge faiblement vers 
(pq dans Hz et fortement dans Lq pour q < N et ‘pj - (pq p.p. 
La convergence forte dans Lq implique 
s 
fcp:dV = 1 et la convergence presque 
partout pq > 0 puisque ‘pj 2 0. Ainsi ‘pq E A ; nous pouvons alors Ccrire l’equation 
d’Euler. Nous trouvons que (pq vCrifie au sens faible l’tquation suivante : 
d) Montrons que (pq est une solution reguliere. 
(pq E Hf comme Hz c LN, on a (pq E LN. D’ou cpi-’ E Ls. En utilisant 
la formule de Green et le lemme de Sobolev, on obtient le resultat suivant : Si 
(pq E Lro alors ‘pq E L’l avec ?- = (4 - !! it&ant k fois la formule de Green, 
n 
on obtient (pq E L’k avec -? = ~ - - 
(q - 1;j 2 1;q - 1)” - 1 
r0 n ( q-2 > 
que l’on peut Ccrire 
rk 
1 
- = (Q - 1)” g - n(qT 2)] + n(qT 2). 
[ 
Comme - - 
1 
n-2 2 
2gatif on a ‘pq E L”. 
2n n(q - 2) 1 est 
Puis en derivant la formule de Green, on montre que 
(pq E Co. Les theoremes de regular% peuvent s’appliquer, et on obtient : ‘pcl E C2, 
puis (pq E C” apres avoir prouve que qq > 0. 
e) Montrons que vq > 0. 
Par le principe du maximum, on a deux cas : 
(Pq > 0 
ou 
(pq E 0. 
Ce dernier cas est exclu puisque 
J 
f@-‘dV = 1. 
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Dkmonstration du Thkort?me I. 1 
a) Les fonctions (pq sont uniformement bornees dans Hf. 
En effet, on a une majoration de la norme L* de JVq,l : 
Montrons que les G sont bornees dans L *. Pour cela, on raisonne par l’absurde. Si 
les T& Ctaient non bomees, il existerait une sous-suite G qui tenderait vers l’infini. 
On considbre alors la suite de fonctions k,, = s. La moyenne de Ic,* est Cgale a 
1. Les t& sont bomees dans Hf ; en effet : 
(Pa 
En particulier IIVk,% [IL2 5 C. D’autre part appliquant le theoreme de Sobolev, on 
obtient : 
lb&, - GhN I c; 
ce qui implique, par l’inegalite de Holder 
et il s’ensuit, 
Par consequent, les Ic,% sont bornees dans Hf. On peut appliquer le pro&de 
variationnel : l’espace Hf &ant reflexif, d’apres le theoreme de Banach, on extrait 
une sous-suite kqj de k, qui converge faiblement dans Hf. Soit k sa limite faible. 
Par le theoreme de Kondratchov l’inclusion de Hz dans L2 est compacte, il s’ensuit 
qu’il existe une sous-suite de kqj, notee encore kq,, qui converge fortement dans 
L*. Ainsi. on a : 
k % - k faiblement dans HF, 
k 43 --+ k fortement dans L*, 
k,? - k pp a une extraction p&s. 
Les lcn, &ant positifs, on a k 2 0. La convergence forte darts L* entraine la 
convergence forte dans L1, et comme la moyenne de kg, est Cgale a 1 (% = l), la 
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fonction limite k n’est pas identiquement nulle. On a mCme k G 1. En effet, comme 
k 93 - k faiblement dans Hf , on a : 
Ilkllq 5 lim inf IIkq3 llq, 
kq3 convergeant fortement vers k dans L2, i.e. IIkq, [IL” - IlklIp, d’oh : 
IIVkJILz 5 liminf IIVk,J JILL = 0 
et Yy E Hf, on a : 
.I VyVkqzdV = pqjiQ-’ .I frk;;-‘dV> 
on obtient alors l’equation d’Euler verifiee par kqJ : 
Ak,, = pq31Pq?q’-2fk;;-? 
Integrons cette demiere equation, on obtient : fki;-‘dV = 0. Comme 
s 
f k$ -‘dV converge vers 
s 
fkNpldV, on a : 
i 
fkNeldV = 0. k Ctant une 
constante non nulle, cela implique 
s 
fdV = 0, ce qui est impossible. Ainsi, 
l’ensemble des fonctions ‘pq est borne dans Hf. 
b) Nous pouvons appliquer le theorbme de Banach et celui de Kondratchov. 11 existe 
une fonction $ E HF et une suite q; --+ N telle que (pqz converge faiblement vers 
$ dans Hf, fortement dans L2 et presque partout. D’ou comme pour Vy E HF, 
s 
V”+%+QV = pq, 
s 
fr@:-‘dv 
nous obtenons lorsque q; --+ N : 
J 
V”yV,$dV = pJ,T 
.I 
fyGN-‘dV. 
En effet, tout d’abord, pq, - CL. Ensuite 
s 
J 
V”yV,cp, dV converge vers 
VyV$dV, vue la convergence faible dans l’espace HF, et 
J 
s 
frcp;:-ldv 
converge vers fy$N-ldV car cp;;-l - $N-1 faiblement dans l’espace LA, 
puisque d’une part, il y a convergence p.p. et de plus I’ensemble { cpz;-l} est borne 
dans LA. En effet, 
II’PFII,~ L II(P4% Il”;(,,‘-y L II(PqJl~N1 F Cllcp,~ll,fl. 
Comme f E C” et y E HF c LN, 
T+Y~-’ dans l’espace LN 
f-y E LN. La convergence faible de @i-l vers 
~-1 entraine la convergence des integrales car N est conjugue de 
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La fonction $J verifie l’equation suivante au sens faible 
AI,!] = ~f$~-‘. 
Par un theoreme de regular&e de Trtidinger $ E C”. 
c) Mormons que $J > 0 : 
Le principe du maximum entraine car II, > 0 : 
1 
ti>o 
y-0. 
La seconde possibilite ne s’elimine pas aussi facilement que precedemment. lkrivons la 
majoration suivante, qui a lieu car V = 1 : 
Par le theoreme des meilleures constantes dans l’inegalite de Sobolev, majorons la 
norme LN des ‘pp, : 
Ici, Kw2 = n(n - 2) W2,n 
4 n’ 
F est un reel positif et B, une constante. 
Comme 
.I 
f@dV = 1, il vient : 
1s (su~f)e{(K” + Gq. + WP&} 
que l’on peut &tire 
0 < 1 - (sup f)$(K” + E)$uqz L Clh%&a. 
D’apres l’hypothbse sur p, Pi, < 72(n - 2, w:/” (sup f)(2/n)-1 pour qi assez grand. 
En choisissant E assez petit, on met e$ evidence un reel C tel que : 
0 < c 1. cIIcp,z 1122 7 
par consequent : 
lim inf IIpn, /I$ 2 C > 0. 
Or, les (cp,) convergent fortement vers II, dans L2, on a ll$ll~z # 0 ainsi $ > 0. 
d) Mormons que JN (‘$) = p : 
En multipliant par $J l’tquation verifiee par $ au sens faible, on a : 
Comme la suite ‘ps, converge faiblement vers $ dans LN, on a : 
J’ f?,bNdV 5 liminf J fcp:dV = 1 
Ainsi, 
s 
f$NdV = 1. 
De plus, d’apres le theoreme de Radon, (p4% - $J dam. LN et fortement dans HF, 
par consequent : J(G) = p. 
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2. Le cas de la dimension 5 
2.1 Thboritme 2.1 
TH~OR~ME 2.1. - Soit (V,, 6) une varie’te’ riemannienne C” compacte h courbure scalaire 
nulle de dimension n = 5. Conside’rons f une fonction C” sur V, ve’rijiant sup f > 0 et 
s 
f dV < 0. Alors f est la courbure scalaire d’une me’trique conforme b j si en un point 
P 02 f est maximum, on a A f (P) = 0. 
Pour la preuve de ce theoreme, on va construire,dans une metrique privilegiee de la 
classe conforme, des fonctions tests qui sont obtenues en prolongeant les fonctions tests 
de Aubin en (c + r2)1-n/2 par une certaine fonction va. On montre que l’hypothese (*) 
du Theo&me 1.1 est satisfaite. 
2.2 Preuve 2.1 
&ant donne un entier p > 2, considerons la metrique conforme g, du theoreme 5.1 de 
Lee et Parker [6], dans laquelle nous effectuerons les calculs. Dans un voisinage de P on a : 
ldQ>l = 1+ O(rp), 
avec T = d(P,Q). 0 n c h oisira p grand ulterieurement. 
On pose : 
JO4 = s IW2dV + 4;--:) / Rv2dV I1 + I2 
[/ipNdV]% =-E-’ 
R est la courbure scalaire de (V,, 9). j peut s’ecrire ij = uo*g avec ~0 E C” et v. > 0. 
Comme fi = 0, w. satisfait l’equation 
(n -  2) 
Avo + 4(n _ 1) Rvo = 
(n -  2) ~w$G+ = o 
4(n-1) O ’ 
On choisit u. telle que we(P) = 1. 
Pour utiliser le Theo&me 1.1, nous prenons les fonctions tests qui suivent. E, e. sont 
des reels positifs petits; p. et p1 verifiant 0 5 2p. 5 p1 sont petits Cgalement. A est 
un reel positif, alors : 
n-2 
E 
(P(r) = ( I7 c2 + r2 
pour 1x1 5 PO 
~0(Thl~12-n + Avo(x) - A!bo(u~(x) - 1)) pour pa I: 121 5 2pr 
toAvo(2) pour x E V, \ B2pI. 
$0 et $1, des fonctions C” satisfont aux conditions suivantes : 
$0 = 1 pour 1x1 I PO ; $0 = 0 pour 151 2 2~0 et ]V$+JI 5 2p;l pour p. 5 1x1 < 2po. 
$1 = 1 pour 1x1 i PI ; $1 = 0 pour ]lc] > 2~1 et ]V$O] 2 2p;l pour p1 5 ]z/ 5 2pr. 
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Nous voulons que cp soit continue. La continuite au bord de I?,, nous impose : 
Nous souhaitons montrer qu’on peut choisir tous ces parametres de sorte que 
Comme 1-1 5 J(p), l’hypothbe du Theo&me fondamental sera satisfaite. 
Pour cela, on fait varier le rapport t/pa. Puis apres avoir major6 J(p), on posera F = p$ 
avec cx > 1. On obtiendra alors une condition sur cy pour que l’hypothbse du ThCoreme 
fondamental 1.1 soit verifiee. 
Majorons II : 
n-a i 
Pour 1x1 5 po, on a, en posant 21, = on a : 
J’ IVp12dV = /Vu;)dV = u, Agu,dE + B u$dn + o(?f--n). PO J B PO J’ B PO J’ 3BPO 
.I .I’ 
au 
11 
On Cvalue u, Agu,dE et u,Ldg : on a u,AEu, = n(n - 2) 
B PO i3B,,” a?- 
done : 
s .I 
PO 
u,Agu,dE = n(n - 2)w,-r 
&J-l 
B PO (1 (3 + r2)n dr, 
8% u, z = (2 - n)cnp2r(t2 + r2)lpn et la restriction au bord de B,, donne : 
au, UC- 
al- t3B 
= (2 - n)e”-2pa(c2 + pi)lpn. Ainsi il vient : 
PO 
.I 
+m 
On pose : IPQ = (1 + tteptqdt, on a : 
0 
dr = ;w,,-,I:-’ - w,-l 
+‘X n-1 
I 1 po (62: r2)n dr 
Or w, = 2n-1~,-rI?-1 et on obtient : 
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Pour p. 5 1x1 2 2~0, on a cp(r) 5 eO(Ix)2-n +R(wo + 1)) ; par un calcul direct, on obtient : 
Pour 2~0 I 1x1 I ~1 : on a (P(T) 5 e0(1512--n + Rvo). 11 vient : 
J 
IVq12dV < CE;~,“+~ + 2A4 
‘30, \BG, J 
B \B2 V(x12-“VwodV 
+ e;A2 
J 
IOl:o;2d;+ 0(&$-n+2). 
B,, \%x 
Pour PI L 1x1 I 2~1. La fonction test est Cgale (P(T) = ~($1 lzl2-n + Avo) ; par un 
calcul direct, on a : 
J 
IVq12dV 5 ~$p;“+~ + O(E$--“+~) + e;A2 
s 
IVvo12dV 
fbl\%, 
B2,,\B 
PI 
+ 2$A 
J 
(V($llx12-“))V~odV. 
%l WP, 
Et enfin, pour x E V, \ BQ,~, la fonction test vaut : (P(T) = coAvo, d’oti : 
J 
lVcp12dV = e;A2 
J 
IVvo12dV. 
Vn\h, K,\Bzp, 
Majorons les deux intCgrales suivantes : 
J 
(V($llx12-“))V~~odV et V(lxJ2-“)VvodV. 
%, W,, J 
B \Bz 
PI PO 
La fonction ZIO vhifie 1’Cquation Awe + Rwo = 0, et d’aprh Lee et Parker [6], on a le 
comportement de la courbure scalaire R dans ce systkme de coordonnCes, d’oti : 
J 
(V(h l~12-“))V~odV L CPI + O(P:) 
4, \B,, 
J 
Vlx12-“VwodV 5 Cpl + O(p;). 
BP, \Bw 
Regroupons les rCsultats, on obtient : 
+ c;A2 
J 
IVvo12dV - Al , 
Vn \B,, 1 
avec Al > 0. 
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Majorons I2 : 
Pour 1x1 5 ~0, on a : 
/ J 
PO 
Rp2dV 5 -CT2 
pfl 
* BP, 
o (E2 + T2)n-2 dr + W+2d-“-2) 
PO 
+ CF2 
rn+2 
(62 + rydr. 
Pour po 5 1x1 5 2p0, on a : 
+ O(E&$-‘“+6) f O(E;A~&+“+~) - A2 - A3, 
avec A2! AJ > 0. 
Pour 2~0 L (~1 5 pl, on a : 
J Rv2dV 5 CE;P,“+~ + O(&-+6) + &wp; BP, \%o 
+ J Rv;dV - A4 - As: BP, \%o 
avec Ad, A5 > 0. 
Pour p1 5 1x1 5 2pI, on a : 
J Rp2dV 5 O(&.I-“+~) + O(~;hpf) + J Rv;dV 4, \B,J, B+, ‘6, 
- A6 - A7 
avec Ag, A7 > 0. 
Enfin, pour z E V, \ B2pl on obtient : 
J Rp2dV = c;A2 J Rv;dV. E:, \Bap, V,,\Bap, 
Regroupons ies ksultats : 
n-2 J 4(n - 1) I,:, R$dV 2 -Cc+’ J 
PO rnfl 
o (E2 + T2)n-2dT + we n-2PE-“-2> 
J 
PO 
+ CT2 
,73+2 
o (3 + T2)n-2 f33- + wGn+6 
n-2 
E2A2 
+ 4(n - 1) a J Rv;dV + O(E;A~+“) + O(E;~++~) li, \B,, 
+ O(c;Ap;) + C$Ap;. 
En sommant les deux intCgrales du numkateur de J(p), on fait apparaitre l’expression 
suivante . e2A2 . 0 Rv;dV + 
s 
jVvo(2dV . Nous allons majorer ce 
t’n \B,o 1 
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terme avant de donner une estimee complete du numerateur de J( cp). La fonction va verifie 
l’tquation Ava + 
n-2 
4(n - 1) 
Rvo = 0. Multiplions cette equation par TJO puis integrons sur 
K \ BP,, on obtient : 
n-2 
4(n - 1) V,\B,, Rvo2dV - J J 
VVvo.vodV = 0. 
Vn \%, 
Or, on a : 
- 
J 
VVwo.vodV = - V(Vvo.vo)dV + IVvo12dV. 
Vn\B,, J Vn\%, J Vn\B,, 
11 s’ensuit : 
n-2 
J 4(n- l) V,\B,, 
Rv;dV + 
J 
IVv,,(2dV = + 
J 
V(Vwo.vo)dV 
v,, \&, Vn \%, 
duo 
=- 
J 
-voda. 
t!IB,,, dT 
La fonction wa est C” duo sur V,, done v. est bomee sur B,, et dr l’est aussi, mais n’ayant 
aucune information sur le signe de la d&+&e radiale de wo, on peut envisager que celle-ci 
soit strictement negative. D’oti la majoration suivante : 
E2R2 n-2 0 [ J 4(n - 1) v,iB,, Rv’dV + J IVvo12dV 5 CE;R~~;-~. Vn \B,, 1 
Majorons De1 : 
On a, par hypothese faite sur la fonction f, Af(P) = 0, ainsi : 
Or, on a : 
+ (Eoq% 
J 
2n 
fv;-‘dV + O(t”&-‘“). v \B 
TL PO 
G-1 
J opn 
n n-l 
(:2 ; T2)n 
+oO 
dr = 2-nw, - w,-~ 
J PO 
d’ou : 
11 en resulte : 
[.l.iyNdV] -e 5 (.f(P)Z-“w,,)++ [ 1+ 2-n(n--;)w,-1 lrrnc- &-f2)‘dr 
J PO -C pyn+2 o (E2+T2)ndT--49 ’ 1 
avec As, A9 > 0. 
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On obtient ainsi la majoration suivante pour J(p) : 
La premiere integrale dans le crochet est Cquivalente a ~~pg’~. On doit choisir A = pi-“’ 
2(fE$) et ~a 21 cn-l car on a la continuite au bord de B,,. En posant E = pg avec cy > 1, le 
terme dominant doit Ctre celui en cnpgn pour que I’hypothese de Theo&me fondamental 
soit satisfaite, et par consequent, on doit verifier que : 
(2) t;A2p;;-’ < enpin. 
On remplace n par 5, A par ~0” et F:‘~ par F, et la condition (2) devient : 
(3) pg < t2. 
Comme on a pose e = pg, on obtient : 
(4) 
11 faut done choisir 2a < 3, i.e., 1 < u < 1 et l’hypothbse du Theo&me fondamental 
est verifiee. 
3. Les dimensions n. > 6 
3.1 Dc%initions et notations 
Soit (Vn, g) une variCtC riemannienne compacte de dimension n 2 3. On note &kl(g) 
le tenseur de courbure de la metrique g : c’est un tenseur quatre fois covariant dont les 
composantes s’ecrivent dans une carte locale : 
avec I’$ = ig”E(&g,i + djgnLi - 8,gij), les symboles de Christoffel de la connexion 
riemannienne, et on a Rijkl = -Rijlk et Rijkl = Rklij. Le tenseur de Ricci de la metrique 
g est un tenseur deux fois covariant qui s’ecrit dans une carte locale Rik(g) = gjl Rijk.(g). 
On note R(g) la courbure scalaire de g qui est une fonction definie sur V, et qui est 
le contract6 du tenseur de Ricci, R(g) = gijRij(g). Enfin, on note W(g) le tenseur de 
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Weyl de g. qui est un tenseur quatre fois covariant dont les composantes sont donnees 
dans une carte locale par : 
R(g) 
+ (n _ l)(n _ 2) (SikLljZ - SiZSjk)~ 
On rappelle les identites de Bianchi : 
(1) Rijkl + R;wj + &ljk = 0, 
(2) Vm%ikl + V&jl, + v,Rijmk = 0. 
Pour les dimensions n 2 6, on a le resultat : 
V”W(g) designant la k-ieme derivee covariante du tenseur de Weyl de g, on considere 
un point P de V,, et on note w, le plus petit entier k pour lequel V”W(g)(P) # 0. 
3.2 ThCor&me 3.1 
THI~ORBME 3.1. - Soient (V, , g) une varie’te’ riemanienne C” compacte h courbure scalaire 
n&e, de dimension notke n et f une fonction C” sur V, ve’rijant sup f > 0 et J fdV < 0. 
Si w = 0 et n > 6, ou si w = 1 et n > 8, ou si w = 2 et n 2 10, et si en un point P de 
V,, oci f est maximum, f ve’rijie les conditions suivantes : 
A’+‘f(P) = 0 0 5 i 5 w 
et 
I Aw+“.f(P) I 
f(P) suffisamment petit, 
alors f est la courbure scalaire d’une me’trique conforme ti g. 
3.3 Preuve 3.1 : 
La dkmonstration dans le cas oti w = 0 est analogue & celle de Auhin-Hebey [2]. 
Soit P un point de V, et Bp(@ une boule cent&e en P de rayon S (0 < S < d, d etant 
le rayon d’injectivid). Considerons la fonctionnelle : 
(:I) J(v) = J 
IVp12dV + ;;:“I, 1 Rv2dv 
[I fpNdv] 2’N ’ 
On va mettre en evidence des fonctions tests pour lesquelles l’hypothese (*) du 
Theo&me 1.1 va &tre satisfaite. 
On va proceder par &apes. 
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On considbre un point P de V, et un sysdme de coordonnees not-males (zl, x2,. ,:I?) 
centre en P. On definit G(r) par : 
oii S(T) = {Q E VJd(P,Q) = T avec T < d} ou d est le rayon d’injectivite, et dR, 
1’ClCment d’aire de Sn-1(1) la sphere de rayon 1 a (n - 1) dimensions. 
Now conduisons les calculs dans une metrique de Lee et Parker [6]. 
DCmonstration dans le cas oii w = 1, c’est-h-dire W(g)(P) = 0 et VW(g)(P) # 0 : 
A) Calcul de G(r) : 
LEMME 3.1. - Si au voisinage de P, 191 = 1 + O(r6), alors un dbveloppement de G(r) 
s’e’crit : 
G(r) = 1 - IV&d2 + 2A2R 
224n(n + 2)(n + 4) > 
r6 + o(T7) 
7 
oti IVRijlil12 = C(VR;jkl)2. 
Preuve du Lemme 3.1 : 
Les relations du lemme 11 de [5] s’ecrivent dans ce cas : 
(4) R;JP) =o, 
(5) V&(P)+ V,R;#')+ VjRk,(P)=o. 
L’expression de m s’ecrit dans un systeme de coordonnees not-males en P : 
(6) Am= l l+m - i$iklRhg + $viRjk)(~l~hg) 
- ~ViRiakbV~Hiagb) xZxixkxlxhxg + O(T7). 
Hermann Weyl [7] etablit le resultat suivant pour le calcul des integrales de coordonnees : 
1 
(7) - .I 
xP1 2P%.+4dQ = p”lP2 . . . lj2wf4 . . . . 
e-1 S(1) n(n+2)...(n+p-2)’ 
avec les pi pairs et p = pl + p2 + . . . + ~2~+4 et p prend les valeurs 2,4,6, . . . ,2w + 4 
et ii = 1.3.. . (2w + 3). 
D’ou il vient : 
(8) 
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(9) .I 
(xi)“(xj)“dn 3 
r6 dR 
s 
= n(n + 2)(n + 4)’ 
.I (~“)2(x”)2(~~)2dCI 
(10) 
1 
r6 dR 
s 
= n(n + 2)(n + 4). 
On a done 15 termes h kvaluer. 
Posons : 
%jklhg = -;VijkIRhg + z(ViRjk)(VlRhg) - ~ViRjokbV~Rhagb . 
On doit done calculer 
s 
a;jklhgzis’,k,l,h,gd~. 
S(l) 
(11) / CQjklhgXiX’XkXIXhXgdfl 
S(l) 
rl 
w-1 
= 7++2)b+4) ii k=l C{ 
%ijjkk +aiijkjk+aiijkkj +aijijkk+aijikjk 
, > 
+@jikkj +aijjikk taijkijk l /-aijkikj +aijjkik 
+aijkjik +aijkkij +~ijjkki+aijkjki+Qijkkji}. 
a) Pour le terme A = VijklRhg, on a : 
LEMME 3.2 
(12) A = -;{9A’R- 141ViRjk12 + 20ViRjkVkRi’}(P). 
Preuve du Lemme 3.2 : 
A = - f 2 (ViijjRkk+2ViijkRjk+VijijRkk+ZVijikRjk+VijjiRkk 
i,j,k=l 
+‘VijkiRjk+2VijkjRik+2ViikkRij+2VijjkRik)(P). 
En appliquant les identitks de Gray et Vanhecke [4], on trouve : 
A = -g 9A2R + C ViR2 + 16 C(ViiR)Rii - 14 C(ViRjk)2 
- GC(VkkRij)Rij + 20C(ViRjk)(VkRii) - 12 C RijRjkRki 
+ 4 C RiiRipqPRjpgr - 8 C &kil&plqRpigi 
- 2 C RiiklRklpqRpgij - 2 C RiiklV&&jklRpiqj (P). 
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En utilisant les identitks de Bianchi ainsi que la formule ci-dessous : 
c vi&a = VkRal - v&c. 
on obtient, pour le terme A, l’expression suivante : 
(13) A = -~{YA~R - 14)ViRjkj2 + 20ViRjkVkRii}(P). 
b) Pour le terme B = (ViRiakb)(VlRhagb), on a : 
LEMME 3.3 
(14) B = -g[ViRiaka/’ - E1ViRjr-/2 + ~(ViRjk)(V’R”) (P). 
Preuve du Lemme 3.3 1 
B = -2 2 {(ViRi,ja)(VjR kakb) + (Vi&jb)(VkRjakb) + (ViRiajb)(VkRknjb) 
i,j,kc=l 
+ (ViRjaib)(vjRkakb) + (ViRja&)(VbRjakb) 
’ (ViRjaib)(VkRkajb) + (ViRjajb)(ViRk,kb) + (ViRiakb)(ViRiakb) 
+ (ViRjakb)(ViRka,$) + (ViRjajb)(VkR&kb) + (ViRiakb)(ViRiakb) 
+ (viRjakb)(vkRiajb) + (ViRjajb)(VkRkaib) 
+ (viRjakb)(vjRkaib) + (ViRjakb)(vkRjaib)}(P). 
En regroupant les termes, on obtient pour le terme B : 
+ 2(viRiajb)(VkRkajb) + (ViRjajb)(ViRkakb) 
+ 2(viRjajb)(vkRiakb) + (ViRjakb)2 + (ViRiakb)(ViRkajb) 
+ 2(ViRjakb)(VjRiakb) + 2(viRiakb)(\JjRkaib))(P). 
Les identitks suivantes : 
c ViRjabcViRjbac = f C(ViRjabc)2, 
nous donnent : 
c ViRJ-abcViRabc = f C(ViRjabcj2, 
c ViRiabcVjRibac = i C(ViRiczbc)‘> 
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Utilisant la formule qui suit : 
c ViRiakl = v&al - v&k 
on obtient : 
i 
B =-$ 2 (ViR,,k#))2-; 2 {2(V,R,b - VbRaj)(VjRab) 
i,j,k=l j,a,b=l 
+V’jRa~ - VbRaj)(Vj&a - V,&j)+2(vjR,b - %R&2+(v;R,b)2 
+2(ViR,b)(Vi&, - V&i)“>(P) 
Ainsi, l’expression de B est : 
(15) B = -~IV~Rjokb~’ - $lViR,Xl’ + ?(ViRjk)(V’R”) (P) 
C) Enfin Pour le @ime c = (ViRjk)(VIRh,), on a : 
LEMME 3.4. - c = 0. 
Preuve du Lemme 3.4 1 
’ = f 2 {(ViRjj)(ViRkk) i- (v&)(vkRik) + (ViRii)(VkRki) 
i,j,k=l 
+ (ViRji)(VjRkk) + (v&i)(vkRjk) + (V&)(V~R~~) 
+ (ViRjj)(ViRkk) + (V;Rjk)(ViRjk) + (ViRjk)(ViRjk) 
+ (ViRjj)(VkRk) + (v&)(ViRki) + (ViRik)(~k~ji) 
+ (ViRjj)(VkRlci) -k (ViRjk)(VjRki) + (ViRjk)(Vk&)}(p). 
Les identitCs de Bianchi nous donnent : 
’ = 5 2 {(ViRii)(ViRkk) -k 2(ViRjj)(v&i) + 2(V;R.jk)(ViRjk) 
i,j,k=l 
+ 2 (v&i)(vjRkk) + 4(V;R;j)(v&jk) + 4(‘0iRik)(vjRik)}(P). 
Ainsi pour C, nous avons : 
(16) CT = 2 {5(ViRjk)2 + lO(ViRjk)(VkR;j)}(P). 
i,j,k=l 
Par (6), on en d6duit : 
(17) 
il s’ensuit que C = 0. 
En sommant A et B, il vient : 
(18) A+B= -FA2R - $v&ikr[2 (p). 
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Par conskquent, 1’intCgrale de m est Cgale : 
(19) G(r) = 1 - 
2A2R + (Vf&12 
224n(n +2)(n+4) 1 r6 + ocr7) 
On considkre la suite de fonctions cplc dkfinies sur Bp(b) par : 
(20) (p&.)= (;+$-+ _ (i+J2)l-?. 
1 
( > 
1-s 2 
On pose y = G + 62 . 
B) On Cvalue la fonctionnelle en pk : 
(i) Calcul de 
s 
IVqk12dV : 
On hit l’expression prtcCdente avec les notations de Aubin [ 1 ] 
(21) / (Vy#dV = cn ; 2)2w,,-1 
x #@-11; _ 2A2R + (V&jtcl(’ 
224n(n + 2)(n +4) 
k5-41z+3 
] +0(A). 
En mettant (n i ‘)” w,,-~ Ics-‘I$ en facteur, on obtient : 
(22) 
I 
(ii) Calcul de 
s 
Rtp;dV : 
(24) s R(g)&dV = wn-I A2RMW ks-412y + o 8n(n+2) 
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(iii) Calcul de f#dV : 
s 
On Cvalue d’abord 
s 
j’mdfl 
.I’ fJjJd0 = &In-l?-1 0 1 
224n(n + 2)(n + 4) 
D’apres les hypotheses faites sur f, Af(P) = A’f(P) = 0 il s’ensuit : 
On trouve : 
.I fpNdV = -+(p)kt&’ 
A3.fW 2A2R + IVRijkl12 
48n(n + 2){n + 4)f(P) + 224n(n + 2)(n + 4) 
Iv!+” 
k351 
. 
C) Majoration de J(cpk) : 
L’expression du numerateur de J(cpk) s’ecrit : 
(25) J’ IVp,J2dV + j;-yj / Rp2,dV 
= (n - 2)2w -lkS+ 
2” n 
1 _ (2A2R + JVRijkl12)I!+” 
224n(n + 2)(n + 4)k31; 
+ 
A2 RIz-;1 
32n(n - 2)(n - l)(n + 2)k”I; 
or, 
et 
I;+2 n(n + 2)(n + 4) - 
p 
= 
(n - 2)(n - 4)(rz - 6) 
I:+3 (n + 6)(~z - 2) I:+’ 
--y- = 
I,” n+ 8) p‘ 
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On a done : 
J(cpk) = 4 7L (f(P)‘“‘“‘-’ + - 2)&I AUf(fY 
48n(n - 4)(7x - 6)f(P)k3 
IVRij~~12 
- 16nb 4)(n 6)(n 8)k3 + 
A2 RI;+,’ 
- - - 32n(n 2)(n l)(n - - + 2)k:31: 
A2R 
+ 112n(n+ 2)(n +4)k3 
p I;+2 
In! + IT; 
Calculons -!i$Y + g : 
I2 
(26) 
d’oii : 
I q+1 
Calculons + 
I,” 
Qf3 I?Ff2 -14(n - 2) Ijt2 -- -= + 1; 1; n(n - 8) 12-l ’ 
p3 14 I;+2 -- 
I? -=--n (n - 8) I: ’ 
2(n - 2) 
b + 4) 
I$;2 
= 4(n - 2)b - 1) Ift2 
(n+4)(n.-8) ’ 
d’oti : 
I?_‘,’ 4(n - 2)(n - 1) I:+2 - = 
I: (n + 4)(n - 8) x‘ 
Par consCquent le terme en A2R est nul car : 
141zf2 4(n - 2)(n - 1)Ij+2 
- 
112n(n + 2)(7x + 4)(n - 8)k31$ 
+ 
32n(n - 2)(n - l)(n + 2)(n + 4)(n - 8)k"I? 
1 1 
-8n(n+2)(n+4)(n-8) +8n(n+2)(n+4)(n-8) =” 1 
on obtient alors pour TZ > 8 : 
(27) J(cpk) = n(n4- 2)@(f(P)(2/n+1 
(28) 
TOME 17 
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or IVRijkll’ = IVWijk11~ + +‘RijlZ, on obtient finalement pour majoration de 
J(cPk) : 
(29) J((Pk) = 4 n (f(#“‘“‘-’ n(n - 2) u2,n 
’ 
AAAf (PI IVwijkZ12 
’ + 48n(n - 4)(n - 6)f(P)k3 - 16n(n. - 4)@ - S)(n - 8)k3 
IVRijl” 1 
4n(n-2)(n-4)(n-6)(n-8)k3 +CJ ?$ ( )I ’ I 
suffisamment petit, on aura toujours : En prenant AAAf(P) 
f(P) 
n(n - 2) / J(@c) < 4 w; “(f(~)(~/“)-l 
et l’hypothkse du ThCorbme 1.1 est satisfaite. 
Pour n = 8 on a : 
12wi Jh) = 3 
f(W 
1 - 2-l’ x 131VR+12~ +o$ . ( )I 
DCmonstration dans le cas oh w = 2, i.e. W(g)(P) = 0, VW(g)(P) = 0 et 
V2Wk7)(P) # 0 : 
1”” &ape : Calcul de G(r). 
LEMME 3.5. - Si au voisinage de P, 191 = 1 + O(@), alors un dkveloppement de G(r) 
s’&rit : 
Preuve du Lemme 3.5 : 
D’aprks le lemme (9) de [5], l’expression de m s’krit, dans un systkme de coordonnkes 
normales, au voisinage de P : 
’ f- 2(5!)2 (%cRij(g)(P))(V,,Rhg(g)(P)) z~z~s~~z’s~z?z~z~ + o(r”). 1 
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Les relations du lemme 11 de [5] s’ecrivent dans ce cas : 
(30) Rij(P) = 0. 
(31) V&k(P) + VkRij(P) + VjRki(P) = 0, 
(32) tVijRkl + vi& + vi&,,, + vj& f vj&ik + v,,&}(P) = 0. 
En utilisant l’expression (7), on voit que nous avons 105 termes a Cvaluer. 
Posons : 
On doit done calculer (Uijklmnhg 
.I 
.xix3xkx1xmxnxhxyd0 I . 
S(l) 
On d&nit la notation suivante : all{iijjkk} est la somme des LY dont l’indice commence 
par I1 puis est suivi par un sextuplet de {iijjkk} qui correspond aux 15 permutations 
portant sur les indices de la formule (11) ; 
aijklmnhy s xixjxk.xlxTnxnxh.xydO S(l) 
Il. 
WVZ-1 
= n(n + 2)b + 4b + 6) i j,k 1=1 C{ 
QIE{iijjkk} + ali{lijjkk} + ali{iljjkk} + a/j{iiljkk} 
I > 
+ alj{iijlkk} + a/k{iiljlk} + %k{djkE}}. 
a) POW le terme A = -~Viikrm.Rh,, on a le : 
LEMME 3.6 
AZ-i 2 {~O~3R~~~O(V~~R~~)2~~~O(V~~R~~)(V~~R~~)~108O(V~~R)2}(P). 
’ i,j,a,b=l 
Preuve du Lemme 3.6 : 
On utilise l’identite de Ricci suivante pour calculer tom les VlwlRlp,, et Vlw,R avec 
[WI = 6 et j/3/ = 2, i.e. : 
et les identites de Bianchi pour calculer le terme A. Donnons un exemple de calcul pour 
obtenir le terme A : 
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c VllijkiRjk ) + 2(V&ak)(~dbxxj) 
- 2(VliRmk) (VljRjaik) + (VllRaj;k) (Vii&k) 
+ (VllRj,)(Vj,R) + k(V,,R)2 + %(OiiR,i)(ViiRja)}. 
On a de meme, par la formule de Ricci : 
c VllijijR = x{-A”R + (VllRaj)(VajR) + (Vl,R)‘}. 
Pour ~~hler les term% & VijRjaik, xi VliRikaj, cj VURjeik, on utihse la z&me 
identite de Bianchi, d’oti : 
Regroupant les resultats, on obtient : 
c %i,kiR,k = c 
C 
- ;A3R - (vl&&2 + 2(&l&)(&&) - 4(v&k)2 
+ (Vl,R)’ + (VllR,jik)(VijRcxk) + G(VljR,k)(Vl,Rkj) 
1 
. 
Apres l’evaluation de chaque terme de A, on trouve : 
1’ = -5 2 { - 60A3R - 320(VijR,b)2 + 30(VijR,b)(V,bRij) - 90(VllRab)2 
’ i,j,l,a,b=l 
+ 392(VijRab)(VaiRbj) + I-16(VllRab)(VabR) 
+ 120(VijR)2 + 66(VllRaijb)(VijRab)}(P). 
D’autre part, on a les relations suivantes : 
2 (VijRab)(VaiRbj) = -a 2 {(VijR,b)2 + (VijRab)(VabRij)}(P) 
%,j,a,b=l i,j,a,b=l 
et 
-&h&j)(P) = -3(VijR)(P). 
k=l 
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On obtient enfin pour le terme A : 
A=-; 2 {-60A3R-540(V;jR,~)2-l80(VijR,~)(V,~Rij)-1080(VijR)2}(P). 
. i,j,a,b=l 
b) Pour le terme B = L(Vlk&j)(VmnRhg) : 2(5!)2 
LEMME 3.7. B = 0. 
Preuve du Lemme 3.7 : On utilise (28) et l’identitk suivante : 
c VjiRik = iV,kR. 
i 
De plus, on a AR(P) = 0 et Ck(VkkRij)(P) = -3(V;jR)(P). Aprh calculs, il s’ensuit 
que : 
B = 0. 
c) Pour le terme C = - (5y)2 a,b=l ~ 2 (Vij&~zb)(&,m&~gb) On a le : 
LEMME 3.8 
’ = -& 2 {100(VijR)2 + 125(VijR,b)2 + 10(VlkR,ijb)2 
z,j,k,l,a,b=l 
Preuve du Lemme 3.8 : 
V&d2 - 5(hRab)(bR) + (VabR)” + 55(V&b)2 
+ (VZlRaijbj2 + 2(VlkRaijb)2 - 60(VijR,b)(VibRa3) + 8(VibRaj)(Vj,Rib) 
- 2O(VijRab>(VURaijb) + (vnRaijb)(vkkRajib) + 4(VllRaijb)(VjaRib) 
$-4(vllRaijb)(ViaRjb) + 4(VllRaijb)(VjbRaz) 
+ 4(VIlRaijb)(VibRaj) + 2(VlkRaijb)(VlkRajib) + 2(VlkRaijb) 
’ [VliRajkb + Vli&kjb + Vik&ljb + VikRajlb + VjkRalib + VjkRailb] 
+ ‘(VlkRaijb)(VljRaikb) i- 4(VlkRaijb)(VJijRaklb) + (V,kRaijb)(VljRakib))(P). 
On a le rksultat suivant : 
LEMME 3.9. - On a 
x(VijRab)(vibRaj) = -i C{(Vij&b)2 + (vib&j)(vja&b)}, 
(34) C(v~~Roijb)CVijRab) = -z c{(v,j&)2 + (vibRaj)(vj,Rib)}, 
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(41) 
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(43) 
(44) 
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~(VllR,;jb)(VajRib) = ; x{(v,j&b)2 + (v&aj)(~ja~ib)}, 
C(vlln,ijb)(vkkn,j,) = 3x{(&j%b)2 + (&,&j)(&&b)}, 
x(VllR,ijb)(vkk&b) = 6~{(&j&)2 + (v,b&j)(Vij&b)}, 
C(vlkR,ijb)(vlkR,jib) = ; x(VlkRaijb)2, 
C(vlkR,iib)(vijR,,zb) = ; ~(v&$+,)2, 
C(vlkR~ijb)(VljR,b;k) = -a ~(v&&,)2, 
C(vlkR,ijb)(vlkR,bji) = ; ~(Vlk&jb)2, 
C( Vlk&ijb)(VijRabkl) = 0, 
~(Vzzkjb)(vi&) = 0, 
~(‘lizrRaijb)(VjbR,i) = 0. 
f’rmve du Lemme 3.9. - On utilise les identitks de Bianchi et la relation (28) pour 
obtenir toutes les Cgalitks. 
On Cvalue les expressions suivantes : 
D=c 2(VzkR~ijb)[V~Rajkb+VliR akjb+VikRaljbSVikR.jlb-CVjkRalib+VjkRailb](P) 
et 
.E = C{s(V1kR,ijb)(V,iR,jkb) + q(VlkRaijb)(VkiRabjl) $- 2(VLkRaijb)(VjkRabli) 
+ 3(VZkRaijb)(VljRaikb) + (VlkRaijb)(V,jR,kib)}(P). 
Pour le terme D, on a : 
Ainsi il vient : 
D = c{4(vlkR,ijb)[vkiR,jlb + VliRakjb + VjkRalib] 
+ 2(VlkRaijb)[Vki&bjl + VliRabkj + vjk&bli]}(P). 
Par la 2bme identitk de Bianchi, on a : 
VkiRabjl $ VliRabkj = VijRabkl. 
Avec la relation (38) du lemme prkddent, on obtient : 
D = C{4(VlkRaijb)[VkiR,jlb + VliRakjb + VjkRalib] 
+ ~(~lk~,;jb)(~jk~,bl;)}(~). 
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On a : 
C(vlkR,ijb)(vjkRoiib) = C(v,kR,iib)(vjlR,kib), 
c(vlkR,ijb)(v,;R,kjb) = C(olkR,ijb)(vkiR,,b). 
Par Bianchi, on a :VkiRa13b = vki&jlb + vki&bjl ; d’oii D est egal a : 
D = C{s(v,kR,ijb)(vkiR,j,b) + 4(VlkR,ijb)(vk;R,bjl) 
+ 2(v,kR,ijb)(vjkR,b,i)}(~). 
Pour le terme E, on a : 
En utilisant les relations du Lemme 3.3, on trouve : 
E = 6 C(VIkRaijb)2. 
En regroupant les resultats, on obtient pour le terme C : 
C= -6 fJ {100(V~jR)2 + 125(VijR,b)'+ 10(VlkRaijb)’ 
a,j,k,l,a,b=l 
Regroupant les resultats, on obtient pour G(r), l’expression suivante : 
G(r) = 1 - C - &A3R+ &(VikRzi~b)2 + &(VibRzj)(VjaR,“) 
f &(ViiRnb)2 - &(VijR)’ r8 
n(n + 2)(n + 4)(n + 6) 
+ 0(7-y. 
Si l’on prend les fonctions tests mises en evidence dans le cas trait6 preddemment, 
l’hypothese du Theo&me fondamental n’est pas realide. On considere alors les fonctions 
tests definies par : (n-2) 
n(n - 2) 2n 
eVkm R( P)z”z” 
(PF = l - 4(n - 8)(n2 + 4) > 
X((E + r2)l-4 -(E+S~)~-~) si r-16 
si r 2 6. 
2eme ktape : On Cvalue la fonctionnelle en p,. 
On calcule les trois integrales 
.I 
IVv,12dV, J’Rq:dV et / fy:dV, puis on montre 
que l’hypothese du Theo&me fondamental est satisfaite. Les calculs sont du meme type 
que pour le cas w = 1 mais particulibrement long. 
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